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Introduccion

La leccién que daremos, la profesora Clara Elena Mejia y yo, en este Encuentro con los Nameros
en Envigado, esté tomada de la primera unidad del libro Avritmética y Geometria, grados 6y
7, que actualmente estoy escribiendo POr encargo de la Sociedad Colombiana de Mateméticas
para el proyecto de la Gobernacién de Antioquia “Antioquia la mas educada”.

En ésta hablaremos un poco del teorema fundamental de la Aritmética % trabajdremos los numera-
les 1.4 v 1.5 concentréndonos en la explicacién de por qué sirven los criterios de divisibilidad.

El libro Aritmética y Geometria, grados 6y 7T esta diseflado para presentar vy ejercitar los
conocimientos de matemdticas correspondientes a los grados 6 y 7 de secundaria. En dicho
texto busco llevar 4l a|umno, junto con su maestro, a través de los métodos y las razones sobre
las cuales se fundamentan los conceptos presentddos. Por esta razon, cuando se me invité a dar
und leccién de Aritmética, pensé que el tema de divisibilidad era un tema apropiado. Recurren-
temente he visto que estos criterios se aplican autométicamente, pero cuando le pregunto 4 los

a|umnos por QUé sirven, SON muy POCOS |OS que conocen |d respuesta.

Las matematicas son un desafio para el intelecto; cada concepto, cada prob|emd, cada ejercicio
representa un motivo para un juego del pensamiento. Todo hecho se debe presentar con una
explicacién completa y detallada de por qué se cumple. Considero que alumnos v profesores
merecen exp|icaciones comp|etas,- en ningln momento les subestimo en sus posibi|idddes de in-

cursionar en el maravilloso universo de los conceptos matematicos.

El autor






1.1 Nimeros naturales

Un proceso natural en el ser humano es el de contar. Este proceso constituye una de las necesidades primordiales

del hombre.

Consideremos la siguiente pregunta: Supongamos que nos dan una bolsa llena de pelotas y nos preguntan:

{Cuéntas pe|otas hay en la bolsa?

La manera natural de responder a esta pregunta es contando las pelotas, es decir, podemos ir sacdndolas una
por una e ir echéndolas en otra bolsa Y% diciendo/ para cada una de e||as, de manera consecutiva: uno, dos, tres,
cuatro, ... Al sacar la dltima pelota diremos un cierto nimero; este ntimero seré la cantidad de pelotas que habfa

en |d bOlSd.

Lo que hemos hecho es, dicho en cierta Forma, asociar a cada pe|ota . .

una etiqueta ficticia con el nGmero que le corresponde, Es decir, he- .
mos comparado el conjunto de pelotas con el conjunto de nimeros

consecutivos 1, 2, 3, 4, ... hasta el nimero que corresponde al

total de pelotas en la bolsa.

Estos nimeros posibles son los nimeros naturales.

En otras pd|abras:

Nameros Los niimeros naturales son los que de manera natural sirven para medir
naturales el tamafio de los conjuntos.

Tenemos las correspondencias entre  conjuntos
Ejemplo 1

y nmeros naturales como se ilustra en el dibujo:

Hay una infinidad de ntmeros naturales.
Los primeros de ellos son:
1,9,3,4,56,7,8,9,10,11,12,13, 14,
... Se escriben haciendo uso de los digitos

0,1,23,45,6,7,8 9

La coleccién de los niimeros naturales se caracteriza por tener un primer elemento a saber, el nimero 1, y porque

Cddd uno o|e €||OS se obtiene suméno|0|e 1 d| anterior:

1,2=1+1,3=92+1,4=3+1,5=4+1, etc...



Podemos representar graficamente en una recta los ndmeros naturales como sigue:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15
N Y S Y Y N Y N

Observamos un orden en los ndmeros naturales representados en la recta anterior: los nimeros crecen a medida
Que avanzamos en la recta de izquierdd a derecha. Un ndmero natural en la recta es menor que otro si queda

situado a su izquierdd; es mayor, si quedd situado a la derecha.

Para indicar que un nimero es menor que otro se emplea el simbolo “<". Del mismo modo se introduce el simbolo

> para indicar que un ndmero es mayor que otro. Por ejemp|o,
5 es menor que 7, y escribimos 5 < 7; 0 12 es mayor que 8, 12 > 8.

Los niimeros naturales son suficientes para una buena cantidad de aplicaciones, puesto que podemos efectuar

operaciones con e||os.

lu papd te dio 1,000 pesos el domingo y tu abuelita te regalds 4,000
pesos por tu cump/edﬁo& ¢Cuénto dinero tenias si con lo que te dlieron
juntaste lo suficiente para comprarte un rompecabezas que costé 11,000

pesos?

Para saber cuénto tenias, hay que restar del precio del rompecabezas lo

Eiemplo 2 que te dieron tu papé y tu abuelita:
Si queremos calcular lo que te dieron entre tu papé y tu abuelita, tene-

mos que sumar: Recibiste 1,000 + 4,000 = 5,000 pesos.

Abhora sélo tenemos que restar delo que costd el rompecabezas la canti-
dad que recibiste: 11,000 — 5,000 = 6,000. Luego, 6,000 pesos

era la cantidad que tenias.

Observa:
Cada vez que tenemos un nimero natural, obtenemos el siguiente simp|emente suméndole una unidad, es dedir,

sumdndole 1, por lo tanto, este proceso no tiene fin. /A\sf, la coleccién de nimeros naturales es infinita.

Al conjunto de los nimeros naturales

Notacién: se le denota con el simbolo N

AsiN = {1,2,3,4,5,6,7,...}



1.2 Operaciones con numeros naturales

Suma
Supongamos que tenemos una bolsa con 12 pelotas y otra bolsa con 17 pelotas. Si juntamos ambas en una sola

bolsa, {cudntas pelotas tendremos?

Claramente la respuesta es 29 pelotas; esto no lo adivinamos, lo sabemos, pues conocemos la operacién suma

que hay que realizar con el niimero de pelotas en una bolsa mds el de la otra, es decir,
12 +17 = 29

Esta es la operacién suma.

Resta

Si ahora extraemos 29 pelotas de la bolsa que contiene las 29, {cudntas nos quedarédn en la bolsa”?

Es claro que la respuesta es, en este caso, 7, en vista de que la operacién que hay que reslizar ahora es una resta

del niimero de pelotas que hay en la bolsa menos las que estamos extrayendo, es decir,
29-22 =17
Esta es la operacién resta.
Multiplicacién

Si ahora tenemos 8 bolsitas con 7 pelotas en cada una vy las juntamos en una sola bolsa, {cudntas pelotas

tendremos en total?
No hay duda de que serén 56, puesto que ahora debemos hacer la multiplicacién
del nimero de pelotas de cada bolsita por el nimero de bolsitas, es decir,

8 X7 =56

Esta es la operacion multiplicacién. A veces se escribe también 8 + 7 = 56.



Operaciones

Tenemos asi:

Hay tres operaciones bésicas en los nimeros naturales: La suma

bésicas

(+), la resta (—), y la multiplicacién (X, ®). En algunos casos,

también se tiene la divisién (=), pero en general no.

Actividades 1

En tu casa se acaba una
botella de aceite cada mes
y una de vinagre cada dos
meses. {Cudntas botellas de
cada uno consumen en un

ano’?

9. Si la botella de aceite cuesta

Potencias

6,000 pesos y la de vinagre
2,500 pesos, {eudnto
gastan en tu casa al afo entre

aceite y vinagre”?

&Y al mes?

Si queremos realizar un arreglo con pelotas en f

el cuadrado (o segunda potencia) de 11.

11 =1331.

orma de cuadrado,
con 11 pe|otas por |ao|o, Lcudntas pe|otas necesitamos ?
Claramente necesitamos multiplicar 171 por 17, es decir, tomar
Lo escribimos 112 = 121. Si deseamos llenar un cubo,
de lado 11, tomamos el cubo (o tercera potencia)

3. En una tienda venden una lavadora por
sélo 1,000 pesos diarios, para pagarla sin

intereses en un ano.

(a) ¢Cuénto hay que pagar al mes para

comprar |d |<3\/ddOI’d?

(b) {Cuénto habrfa que pagar al triimestre
si de esa manera se quisiera hacer el

pago?
(c) {Cuél es el precio de la lavadora?

Nota. Considera que un ano tiene

360 dias y un mes 30 dfas.

10
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Actividades 2

1. Cuenta cudntos nifios y cudntas
nifas hay en tu salén. ¢Cuéntos

alumnos en total habrd en tu salén?

2. Si se salen 3 nifios y 2 nifas.

{Cuéntos alumnos quedardn?

3. Considera que estén bien acomo-
dadas las sillas de tu salén. Cuenta
cudntas hay enfrente y cudntas ha-
cia el fondo. Calcula cuéntas habré

en total.

La suma de dos ndmeros nos indica el resultado de poner|os juntos:

3+5=28
124+7=19
La resta de dos nimeros nos indica el resultado de quitarle a uno el otro:
8-5=3
19 -7 =12

La multiplicacién de dos nimeros nos indica el resultado de tomar

uno de ellos tantas veces Como lo indica el otro:

3 X5=15
12 X7 =84

La divisién de un nimero entre otro
nos indica cudntas veces cabe el segundo en el primero:

15+3=5
84 + 19 =7

La potencia de un nmero nos indica el producto del ntmero consigo
mismo toméndolo varias veces como factor:

74 =T7X7 X7 X 7=2401

4. Masal@, una japonesita, hace collares de

perlas.

(a) Si tiene 2,520 perlas y necesita 60
para hacer un collar. ¢Cuéntos collares
harg?

(b) Si quisiera hacer 72 collares. ¢{Cuéntas

per|as deberé ensartar en cada uno?
(c) LY si sélo quisiera hacer 407

(d) Si quisiera hacer sélo collares con 75
perlas. ¢Podia usarlas todas? {Cudntas

le sobrarfan?

11



1.3 Combinacion de la suma y la multiplicacion

Ley distributiva
Calcula, sin escribir, el producto 104X 7.

Hacer un célculo como éste sin escribir requiere que conozcamos bien los nimeros que multiplicamos y cémo se

vinculan la suma y el producto.

Lo hacemos asi:

Primero observamos que 104 = 100+4. De ahi concluimos que 104 X7 debe ser lo mismo que T00X7
+ 4 X7; el primer producto es muy sendillo, ya que multiplicar por 100 es agregar dos ceros, por tanto resulta
igual a 700; para el segundo necesitamos solamente la tabla del 4 (o del 7) y sabremos que el resultado es 28.

Consecuentemente,
104 X7 = 700+28 = 798,
Este es el proceso mental que debemos llevar a cabo para esta operacién; no se necesita escribir.

Después de descomponer el nimero 104 como 100 + 4, {qué hicimos? Simplemente multiplicamos cada

sumando por / y sumamos los resultados. Ap\icamos la |ey distributiva.

Ley La ley distributiva nos dice que para multiplicar una suma por un

distributiva factor, basta multiplicar cada sumando y sumar los resultados.

RN

. (5+8)%x3=5%Xx3+8%X3=15+ 24 =39

NO

(14 +19)X5 = 14X5 + 19Xx5 =70 + 95 = 165

También funciona con la resta:

w

] (8-3)x4 =8x4-3x4=392-19 =290
Ejemplos

~

(17 =13)x5 =17X5-13%X5=85-65= 20

No importa el orden:

ul

7X(5 4+ 3)=7X5+7%Xx3 =35+ 91 =56

O

 5X(23-11) =5%X23-5%X11 =115-55 = 60

12



Leyes conmutativas

/A\provechemos para recordar otras dos importantes |eyes de los nimeros.

Leyes Las leyes conmutativas nos dicen que para sumar o multipli-

conmutativas car nimeros naturales, el orden es indiferente.

7.5+8=8+5=13

8. 947 + 324 = 394 + 947 = 571
Eiemplos También funciona con la multiplicacién:

9.8 X 4=4X8=32

10. 1,713 X 5 =5 X 1,713 = 8,565

Actividades 3
Sin escribir, realiza las siguientes multiplicaciones
1.107 X 8 3. 1003 X 15 5.193 X 4
2.94 x 7 4.985 X 6 6. 1206 X 3

Aplica la ley distributiva y multiplica
1715 X (20 + 2) 3.(40-3) x 13 5.(13 +5) X 4
9 5% (140 + 55) 4 (198 —47) X11 6. (60-3) X7
Aplica la ley distributiva y saca el factor comiin

1.17X16 + 17 X4 3.15X13 + 18X13 5. 119X4 + 7x4

92.923X18 + 23 X2 4.56X11 —47X11 6. 6X46 — 6X31

13



1.4 Divisibilidad de nimeros naturales

Si hiciste bien tus cuentas, en la pregunta 4(d) de las actividades 2 en la seccién1.2, debiste obtener 45 como
residuo; es decir, si Masako hiciera 33 collares de 75 perlas cada uno, le sobrarfan 45, puesto que la division
92,520 +75 no es exacta. Sin embargo, en 4(a), la division 2,520 <60 si es exacta, pues da 42 y no

sobra nada: el residuo es O.

Pongamos por caso que nos dan una bolsa con 56 pelotas para
repartirlas entre 27 nifios. Nos preguntamos, {cuéntas pelotas le

Otro

tocardn a cada nifo?

elemplo El resultado serd, en este caso, 2 pe|otds para cada nino; pero...
Resulta que quedaré un resto, un residuo de 2 pe|otds en la bolsa.
Asf, al hacer la divisién de 56 (dividendo) entre 27 56 |27
(divisor) obtenemos 2 (cociente) y restan (o sobran) 9 -4 9
(residuo), es o|ecir, 0
Si'la bolsa tuviese solamente 54 pelotas, en vez de 56, 54 |2/
entonces no quedan’a ningln resto, es decir, el residuo _i 2
, n o)
serfa de O pelotas. En este caso podemos escribir
54 + 97 =29
Tenemos asi:
Divisién Una divisién es exacta si el residuo es O. Es decir, si el dividendo es
exacta igual al divisor multiplicado por el cociente.

e Una divisién no es exacta si el residuo no es O. Es decir, si e
Divisién . _ . o ] )
dividendo es igual al divisor multiplicado por el cociente més un
no exacta . o
residuo que es distinto de O.

Ejemplo 1
Si Masako al dfa siguiente tuviera 2,535 perlas, es decir, 15 més, harfa 42

collares de 60 perlas, pero le sobrarfan 15.

Estas 15 perlas son el residuo de la division 2,535 +60.

Mltiplos
y divisores

14



2,520 es miltiplo de 72, puesto que 2,520 = 72 X 35. 35y 72 son
divisores de 2,520. También decimos que 35 y 72 dividen a 2,520.

9,535 no es miltiplo de 72, ya que 2,535 = 72 X 35 + 15. El residuo

es, en este caso, 15, que es distinto de O.

Ejemplo 2

El simbolo |significa divide a y el simbolo "\ no
Notacién divide a. Asi que 3|9 nos dice que 3 divide a 9
mientras que 4 K 9 nos dice que 4 no divide a 9.

@MJM Hay veces que la divisién es exacta y otras no.

— En simbolos algebraicos se tiene:
Division  Si D es el dividendo, d el divisor y C es el cociente, la division es
exacta exacta si se cumple D = d .C .

Si D es el o|ivio|endo, d el o|ivisor, C es el cociente y R el
residuo se escribe D = d .C + R.

La divisién no es exacta si R # O. La divisién es exacta si R = O.

\ Divisién

no exacta

’- , Jlho /
Un ndmero natural a es mu|t||o|o de otro nlmero naturdl b,

Multiplos

. sia=b c y C es otro nimero natural. En este Caso, b es
y divisores

divisor de a.

1.5 Criterios de divisibilidad

En muchos casos es facil determinar si un nimero es divisible entre otro. Aquf aprenderemos posibilidades de

determinarlo répidamente.

En algunos casos, la divisibilidad es fécil de determinar a través de la dltima cifra del nimero en cuestion. Antes

o|e dbOl’ddr €| prob|ema dﬂdliCemOS unas reg|ds Simp|es.

Divisibilidad de una suma
Supongamos que queremos determinar si 7 es un divisor de 7 14. Una posibilidad es calcular 714 + 7 = 102.

Sin embargo, frecuentemente es posible hacer esto de manera més sencilla con la ayuda de una descomposicién

en Formd d@ una suma:

714 =700 + 14 = 7X100 + 7xX2 = 7X(100 + 2) = 7X102

En vista de que ambos sumandos 700 y 14 son divisibles entre 7, su suma 700 + 14 = 714 también

es divisible entre 7.

15



Regla de la suma: Si podemos dividir ambos sumandos
O O Oentre un cierto ndmero natural, también podremos dividir su

suma.

® |nvestiga si 6 | 78 (realiza la descomposicion 78 = 60 + 18).
¢Son ciertas las afirmaciones: 12180, 13]169, 23]9253 7

{Funciona la reg|a de la suma también para restas? |nvest\'ga|o en los siguientes ejemp|os Y% formula una afirmacién

andloga a la regla de la suma.

(a) 5|45 - 10 () 312712 ()2|8-6 (d)13]182-117

Sabemos que 7 K 859 puesto que 852 = 7x120 + 12. Esto podemos determinarlo también

descomponiendo €n una suma:

852 =840 + 12 =7X120 + 7X1 +5=7X(120+ 1) + 5 =7X121 + 5.

Qi
1\\\\
N o
Si” tenemos que un sumando es divisible entre un 1\b‘q \0\3‘\ N
. 7 \
Clerto numero natura|, pero el otro no lo es, entonces Qo 1\\\b

tampoco |O es |d suma.

® |nvestiga si 13 es divisor de 147 (realiza la descomposicién 147 = 130 + 17).
LEs cierto que 11 | 1077 (Escribe 107 = 110 - 3.)
Investiga si 14 divide a:
(a) 154 (b) 182 (c) 126
(d) 1,498 (e) 1,397 () 14,049,

Ejercicios 1.5

1. ¢Qué afirmaciones son ciertas y cuéles son falsas?
(a)3[12 +17 (b)5/20-5  (c) 8|16 + 14
(d) 7128 + 35 () 6|6 + 6

9. (Es 4 undivisorde 16 + 32?7 (Y de 16 + 32 + 247

3. (Es3 undivisorde 6 + 12 + 21 +97?

4. (Es 7 undivisor de 35 + 21 + 8 + 147

16



5. Descomponiendo en sumas o diferencias indica cuéles afirmaciones son ciertas y cuéles son falsas.
(a) 3|36 (b)6|54 (o) 4|38 (d) 5|205 (e) 18|2,000
(F)7|84 (g)13|1,287 (h) 34|37Q (i)13|273 (j)19|181

6. En los siguientes ejercicios ninguno de los dos sumandos es divisible entre el nimero dado.
La suma si puede serlo: iinvestigalo!
Fiemplo: 3 X 7y 3\ 11, pero 3|7 + 11 = 18 = 3 X 6.
@511 +4@®) 711 +3()8[|18+6(d)7[13 +8(e)5[131 + 54
El producto 6 X 14 puede escribirse como la suma 14 + 14 + 14 + 14 + 14 + 14

El 7 divide a cada sumando, por lo que también divide a la suma y con ello también al producto

6 X 14. Lo importante es, pues, el hecho de que 7 divide al factor 14.
Podemos
afirmar:

7. De cada una de las siguientes afirmaciones di si es verdadera (V) o falsa (F):
(a)3|4><9 (b)6|12><4 (c)4|38 (d)5|205 (e)18|2,000
(f)7|84 (g)13|1,287 (h) 34|372 (i)13|273 (j)19|1

* Investiga si 10]2,570; 5485, 2|346; 5|7,493, 2|68,431; 10]749.

Claramente las tres primeras afirmaciones son verddderas, mientras que las tres dltimas son falsas. Esto se debe a

las reg|as, ya bien conocidas:

Divisibilidad
entre 10, 5y 2

Estas reglas son muy (tiles, puesto

' Decimos: Un niimero es par si es
que de un solo vistazo podemos

]

divisible entre 2, es decir, si su

Gltima cifra es O, 2, 4, 6 u 8.

decidir si un ndmero es divisible entre

10, 50 2.

17



Alicia comenta: Yo puedo decidir si un niimero es divisible entre 4 solamente

(o)
100 = 25X 4

[=~=] 900 = 2X100 = 2X25x 4
300 = 3X100 = 3X25X4 etc.

observando sus dos Gltimas cifras. Lo fundamenta asi:
Tomemos por ejemplo 1,764.

1,764 = 1,700 + 64 = 17X100 + 64.

Cada centena es divisible entre 4:

Asi, es claro que 1700 es divisible entre 4. Nos queda sélo por revisar 64.
Calculo: 64 = 8X8 = 8X2x4.

RESULTADO: 4| 1,764

* Son vélidas las afirmaciones 4 |6'4392,908; 4|235,1297

Divisibilidad entre 4
Podemos afirmar: Un némero es divisible entre 4 si el nimero formado

por sus dos Gltimas cifras es divisible entre 4.

Problema

Fundamenta por qué en las reglas para 2, 5, 10 solamente es necesario considerar la Gltima cifra.

*  (Cada centena es divisible entre 25. ¢Cémo podemos entonces determinar répiddmente la divisibilidad entre

95de 5,4757 LY lade 83,495; 143,285, 3'483,250; 2,476'5792,9537

Ejercicios 1.5

8. Analiza en cada uno de los siguientes casos si el nimero dado es divisible entre 3, 5, 4 0 12.

(a) 96 (b) 16 (c) 48 (d) 1 (e) 32
(H 57 (g) 61 (h) 45 (i) 200 () 130
9. Revisa cada una de las siguientes afirmaciones e indica cuél es falsa y cudl es verdadera.
(a) 3|15 (b) 413 (c) 3|5 (d) 7|15 (e) 7|77
(H 24\ 48 (g) 10]200 (h)y 1121 (@) 8| 4 M 93

(k)y1]18 7|1 (m)1 X 12 (n) 14\ 28

18



10. En el cuadrito coloca el simbolo | o \{\, de modo que la afirmacién se cumpla.

(a) 6124 (b)olL]3 () 250145 (d)8L]1 (e) 71149
M 1307113 (g) 41134 (10123 ()31013,162 () 145,672
(k)90 13,411 (1) 250183,475 (m) 314,321 (n) 1101121

(0)5018,565 (p) 412,422 (q) 161 14,096

11. Revisa cada una de las siguientes afirmaciones e indica cuél es falsa y cual es verdadera.

(a) 5]15+17 (b) 3|6+9 (c) 10]30-13  (d) 7|7+7
(e) 23]230-23 (f) 4|28+23 () 2]16-6 (h) 5]12+5
(M) 11]11+21 () 25]75+14

12. Sin hacer las operaciones, responde las siguientes preguntas.

(a) ¢Es 4 un divisor de 16+287? (b) ¢Es 4 un divisor de 16+28+327?
(c) ¢Es 3 un divisor de 6+15+9+27 (d) ¢Es 5 undivisorde 30+45+23 4657

Pregunta: {Es 3 un divisor de 5X999 + 3X99 + 8X9?
Hay dos formas de abordarlo:

NATALIA CALCULA: SEBASTIAN MEDITA:

5X999 + 3X09 + 8X9 = Los nimeros 999,

— 4905 4+ 997 + 79 = 99 y 9 son todos
= 5364 divisibles entre 3.

desout Asf, los productos
y después

ajo! 5X999, 3X99,
5364 0O 8 X9 también son
=3 1788 o divisibles entre 3,
_2231 @ o y ya que cada
26 i @ sumando es divisible
% '/ entre 3, entonces lo
2_(‘)1 r_...—l ]'-_'] es toda la suma.

Ambos nifos llegan al mismo resultado. ¢Quién lo hizo mas rapidamente?

19



Podemos aprovechar la reflexién de Sebastidn:

Es 3 divisor de 8257
825 = 8X100 + 2X10 + 5
= 8X(99+1) + 2X(9+1) + 5
= 8X99 + 8X1 + 2X9 + 2X1 + 5
= 8X99 + 9X9 + 8+ 2+ 5

Ejemplo 1
= 8X99 + 2X9 + 15

Sin duda es
divisible entre 3

Si todos los sumandos son divisibles entre 3, entonces también la suma lo es.

LEs 3 divisor de 4,7367
4736 = 4X1,000 + 7X100 + 3X10 + 6
= 4X(999+1) + 7X(994+1) + 3X(9+1) + 6
= 4X999 + 4X1 + 7X99 + TX1 + 3X9 + 3X1 + 6
= 4X999 + 7X990 + 3X9 +4+7 +3 + 6

Ejemplo 2
= 4X999 + 7X99 + 3X9 + 20

~

LEs divisible
entre 37

Sin duda es
divisible

entre 3

Ya que 9, 99, 999, etc., son nimeros divisibles entre 3, en los ejemplos anteriores la suma 8 + 2 + 5y la
suma 4 + 7 4+ 3 + 6 son las que deciden la divisibilidad entre 3; a cada una de estas sumas la llamamos suma

transversal, de 825 v de 4,736, respectivamente.

Podemos concluir:

Un ndmero natural es divisible entre 3 si su suma transversa
Divisibilidad entre 3 o
es divisible entre 3.
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De forma semejante podemos razonar considerando nuevamente el ejemplo 1.

¢Es 3 divisor de 8257

825 = 8X100 + 29X 10 + 5

= 8X(99+1) + 9X(9+1) + 5

= 8X99 + 8X1 + 9X9 + 2X1 + 5
Ejemplo 3 = 8X99 + 9XO + 8 + 9 + 5

= 8X99 + 9X9 + 15

Sin duda es
divisible entre 3

Ya que 9, 99, 999, etc, no son sélo divisibles entre 3 sino entre 9, podemos concluir:

Divisibilidad Un ndmero natural es divisible entre 9 si su

entre 9 suma transversal es divisible entre 9.

Ejercicios 1.5
13. (a) Enuncia todos los nimeros de dos cifras con suma transversal igual a 5, 8, 11y 18.

(b) Enuncia todos los nimeros de tres cifras con suma transversal igual a 3.

14. Describe como conjunto a los nimeros de tres cifras tales que

(a) su suma transversal es 5, 19, 31; (b) su suma transversal es 13 y su primera cifra es 7.

15. Verifica si los siguientes nimeros son divisibles entre 3 o entre 9.
(a) 57 (b) 84 (c) 242 (d) 36,272 (e) 648
(F) 5,004 (g) 111°111,111

Ejercicios variados 1.5

1.  Completa correctamente las siguientes expresiones:

5+8=_ | 14 + 87 = | 97 + | =51

21



[+ 49=138 1711 =L_1 198117 = |
1,000 l=1000 14x5=[_ | 1,319 x 31 =]
173 x| |= 699 w13 =357 1,008 =18 = |

935 +5=[__ | L 1+17 =93 504 = =99
0000=18x__ +[ | grs=10x[ I+ ] saa=6x 14+ ]
G+1)x7 =L | (16-7)x7=___| (197-45) x4 = |

87 +1 Dx3=300(1 14+ 17)x7 =350 (894 - 139) x| = 9076

Cada afo que es divisible entre 4 es bisiesto (...,2000, 2004, 2008, ...), es decir, tiene 366
dias, con la excepcién de los afos divisibles entre 100 a menos que sean divisibles entre 400 (1700,
1800 y 1900 no fueron bisiestos pero 2000 si). ¢Qué mateméticos de la tabla nacieron en afo

bisiesto?, &quiénes murieron en ano bisiesto? Y td, énaciste en afio bisiesto?

René Descartes 1596-1650
Pierre de Fermat 1601-1665
lsaac Newton 1643-1727
Carlos de Sigtienza y Géngora  1645-1700
Gottfried Leioniz 1646-1716
Sotero Prieto 1884-1935
Guillermo Torres 1919-1990

Puedes hacer magia con tus amigos: Diles que escojan el nimero que sea; luego pideles que lo multi-
pliquen por 9 y que le tachen la cifra que quieran, que no sea O. Después diles que sumen las cifras
del nimero que quedd y te den el resultado. Ta puedes entonces decirles qué cifra tacharon. {Cémo

puedes hacer|o?

Considera el nimero 572,289. {Cuénto es lo minimo que tendrias que sumarle para que el resultado
sea divisible entre 67 (Recuerda que un nimero es divisible entre 6 si lo es entre 3 y entre 2.) Con-

testa la misma pregunta para 421,254, 721,283 y 56'274,4217.
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1.6 Comunes divisores y multiplos comunes

En un mercado de pulgas, de ésos en donde se venden cosas usadas, se ponen de
acuerdo todos los participantes para vender sus cosas, ya sea en 56 mil pesos o en
84 mil 0esos. Como el dinero que se junte serd para la comuniddd, deciden que

no se pague con dinero en efectivo, sino que los compradores adquieran boletos

Ejemplo 1

en la entrada para hacer sus compras con ellos. Como se trata de hacer la minima
inversién, quieren mandar imprimir sélo boletos igua|es, de la misma denomindcién,

pero también quieren mandar imprimir el menor nimero posiole de ellos. {Cuél es el

Vd|OF mds conveniente o|e ‘OS bO‘QtOS?

Para responder a esta pregunta, lo qQue conviene es revisar qué denominaciones
servirian para pagar los objetos de 56 mil pesos y cudles las que sirven para pasgar
los de 84 mil pesos. Podemos anotarlas en las siguientes tablas:

Posibles denominaciones
de los boletos en miles

Nimero de bolet.os necesarios 56 98 14 8 7 4 9 1
para pagar 56 mil pes. pesos

Otras denominaciones no son posib|es, va que los dnicos divisores de 56 son los que aparecen en la tabla. Lo

mismo ocurre para 84 en la tabla de abajo.

Denominaciones 1 2 3 4 6 7 12 14 21 28 49 84

Ndmero 84 49 28 21 14 12 7 6 4 3 2 1

Para objetos tanto de 56 mil pesos como de 84 mil pesos servirian solamente los boletos de 1, 2, 4, 7, 14y
928 mil pesos; éstos son los divisores comunes de 56 vy 84. El més grande de ellos, 28, es el méximo comiin

divisor de 56y 84.

Asl, la solucion a nuestro problema es emitir boletos de 28 mil pesos. Asi, tendrdn que utilizar 2 para pagar
las cosas que cuesten 56 mil pesos y 3 para los que cuesten 84 mil. Esta es la forma en la cual tendremos que

mandar imprimir el menor nimero de boletos.

Ejercicios 1.6

1. Escribe la lista de divisores de 36 vy la lista de divisores de 60 y de ambas deduce cuél es el méximo

comin divisor de 36 y 60.

9. ¢Cuél es el maximo comin divisor de 16y 12, 40y 64, 27 y 72, 45y 60, 27 y 327

23



En la pregunta anterior, lo que estamos preguntando, escrito en simbolos, es por
Notacién:  MCD(36,60), MCD(16,12), MCD(40,64), MCD(27,72), MCD(45,60),
MCD(27,32). El simbolo MCD significa maximo comin divisor

Puia > abo,mdh..

En simbolos algebraicos: M es el méximo comin

@ divisor de p y q si es el nimero natural més

\ grande tal que M|p y M|qg. Se escribe M =
MCD(p,q).

-]

Volvamos a la Gltima parte de la pregunta, es decir calcular MCD (27,32). Olbservamos que en en este caso,
los divisores de 27 no son més que 1, 3, 9 y 27, mientras que los de 32 son 1, 2, 4, 8, 16y 32. (En
realidad, 27 es potencia de 3, por lo que no tiene como divisores més que a potencias de 3, mientras que 32
es potencia de 9, por lo que tiene como divisores solamente a potencias de 2.) El méximo comdn o|ivisor, en
este caso, es el Unico nimero que es divisor de todos los nimeros, a saber, es 1. Cuando los tnicos divisores
de un ntmero son 1y el mismo ntmero, decimos que el nimero es primo. Ahora, si el méximo comdn divisor de

dos nimeros es 1, decimos que los niimeros son primos relativos o primos entre si.

Ejercicios 1.6

3. Encuentra parejas de niimeros que sean primos relativos.

4.  Encuentra los divisores comunes de las siguientes parejas de niimeros.

(a) 42y 92 (b) 72 y 108 (c) 102 y 90 (d) 121 y 66
(e) 58y 46 (H 34 y 68 (g) 70 y 105 (h) 154 y 2492
(i) 88y 90 (G) 45 y 52 (k)138 y 176 (56 y 112

5.  Calcula el méximo comin divisor de las siguientes parejas de niimeros.

(a) 32y 72 (b) 82 y 98 (c) 114 y 92 (d) 122 y 66
(e) 48 y 46 (F) 54 y 98 () 75 y 105 (h) 54 y 231
(i) 68y 80 () 47 y 51 (k) 132 y 75 56y 112
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Si conocemos el maximo comin divisor de una pareja. iCalcula los demés divisores comunes!

(a) MCD(36,24) = 12 (b) MCD(56,70) = 14 (c) MCD(102,68) = 34
(d) MCD(132,88) = 22 (e) MCD(38,46) = 2 (H MCD(728,1,008) = 56
(g) MCD(75,125) = 25 (h) MCD(11,40,1,520) = 380

De las siguientes parejas, determina cuéles estan formadas por primos relativos.
(a) 14 y 21 (b) 12y 15 (c) 15y 16 (d) 15y 21

() 111y74 (D 111y 101 (g) 961y 1849 (h) 640y 285

Encuentra los divisores comunes de las siguientes parejas de nimeros.

(a) 42 y 992 (b) 72y 108  (c) 102y 90 (d) 121y 66
(e) 58y 46 () 34y 68 (5) 70y 105 (h) 154 y 249
(i) 88y 90 () 45y 592 (k) 138y176 () 56y 112

9. Calcula el méximo comin divisor de las siguientes colecciones de niimeros.

(a) 32,924,792 (b) 36,96,132 (&) 1200,140,560  (d) 6,7,8,9
(e) 70,110,140,95 () 60,70,80,90  (g) 11,13,15,17 (h) 15,18,21,24

10. En cada caso encuentra todos los nimeros naturales a entre 1 y 15 de manera que sean ciertas las

siguientes afirmaciones:
(a) MCD(a,24) = 4 (b) MCD(a,75) = 15 (c) MCD(9, a) = 3
(d) MCD(12, a) = 1 (e) MCD(38,a) = 2 (H MCD(5,10) = a

Sebastidn v su papé se fueron de paseo a caminar por el campo. Como la tierra est4
q floja, se van marcando sus huellas. El papé da pasos de 80cm, mientras que Sebastidn
Ejemplo 2

los da de 50cm. ¢Después de qué distancia vuelve a pisar Sebastién la huella de su

papd? {Cudntos pasos da uno y cudntos da el otro en ese tramo?
Para responder a esta pregunta, lo que conviene es revisar las distancias

que tienen las huellas del papd y de Sebastisn desde su punto de partidd.

Podemos anotarlas en las siguientes tablas:
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Ndamero de pasos 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Distancia de las

; g0 160 240 320 400 480 560 640 720
huellas del papé

Nimero de pasos 1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Hue||as o|e

., 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650 700
Sebastién

Vemos que la distancia recorrida por el papd, después de 5 pasos es de 400cm, es decir, de 4m; es la misma
distancia recorrida por Sebastién después de 8 04asos. Antes de esa distancia, los 04asos de Sebastian y del papé

no coinciden.

La coincidencia serd, pues, a los 400cm, a los 800cm, a los 1,200cm, etc. Todos estos nimeros son mdltiplos
de 80cm, que es la longitud de los PAasos del papd, pero también son mL’J|ti|o|os de 50cm, que es la longitud de
los pasos de Sebastian. Es decir, son mltiplos comunes de 80 y 50. El més pequerio de ellos es 400, por

lo que se dice que 400 es el minimo comtn maltiplo de 80O y 50.

Ejercicio 1.6

11. Escribe la lista de miltiplos de 36 y la lista de maltiplos de 60 hasta 500 y de ambas deduce cuél es

el minimo comdn miltiplo de 36 y 60.

12. ¢Cuél es el minimo comidn miltiplo de 16y 12, 40y 64, 27 y 72, 45y 60, 27 y 327

En la pregunta anterior, lo que estamos preguntando,
escrito en simbolos, es calcular mem (36,60), mem

Notacién (16,12), mem (40,64), mem (27,72), mcm
(45,60), mem (27,39).

El simbolo mem significa minimo coman maltiplo.

En la casa de Gabriela tienen un carro al que hdy que hacerle mantenimiento adecuado

para que siempre funcione bien. La tabla muestra lo que hay que hacerle:

. Cambio de aceite del motor cada 7,000 km
Ejemplo 3

Cambio de aceite de la transmisién cada 17,500 km
Limpieza de inyectores cada 14,000 km
Cambio de filtro del aire cada 10,000 km

(a) LA qué kilometraje hay que hacerle simultdneamente cambio de aceite de motor y de transmisién?

(b) LA qué ki|ometrdje Hay que hacerle simultdneamente los cuatro cambios?
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Para responder a esta pregunta, lo que hay que hacer es

Ver cudles son miltiplos comunes, segin el caso. En (a), vemos que los mdltiplos de 7,000 son
7,000;14,000; 21,000; 28,000, 35,000; etc. El segundo mdltiplo de 17,500 es 35,000.
Asf, 35,000 es el minimo comdn mdlticlo de ambos y, por tanto, cada 35,000 km coincidirdn los cam-

bios de aceite de motor % de transmisién. (Cémo resuelves (b)?

P> dabeh, ..

En simbolos algebraicos: m es el minimo comidn mltiplo
de p y g si es el nimero natural mas pequefio que es
\_/ maltiplo al mismo tiempo de p y g, es decir, es tal que p | m

M/ Yy q | m. Se escribe m = mem (p,q).

Ejercicios variados 1.6

1.

Las luces intermitentes de una sefalizacién en la carretera encienden cada 9 segundos, mientras que la de otra

lo hacen cada 12 segundos. Si las conectan al mismo tiempo, {después de cada cudntos segundos volverdn

a prenderse simultdneamente’?

A las familias Lépez, Pérez, Sénchez, Gémez y Gonzélez les gusta ir a comer al mismo restaurante. Los
Lépez van todos los dias, los Pérez cada dos dias, los Sanchez cada tres dias, los Gémez cada cuatro y los
Gonzélez cada cinco dias. ¢Cuéntas veces durante un afio se encuentran las cinco familias al mismo tiempo
en el restaurante si se encontraron todos juntos el 1 de enerc? &Y sien vez del 1 de enero se encontraron

todos juntos el 15 de enero?

Como sabes, un afio normal tiene 365 dias. Si lo dividimos entre 7, vemos que el resultado es 52 v el
residuo es 1. Por eso, sabemos que un afio tiene 52 semanas y que cada afo se corre el dia de la semana
en el que cae derta fecha un dia, con respecto al afio anterior. Por ejemplo, el 21 de marzo de 2013 fue
jueves, pero el 21 de marzo de 2014 fue viernes y el de 2015 serd sdbado. Sin embargo, cada cuatro
afos el afio es bisiesto, es o|e<:ir, dura 366 dfas, por lo que ese ano, las fechas posteriores al 99 de Febrero,
se corren dos dias de la semana. Por lo tanto el 21 de marzo de 2016 serd lunes y no domingo. Calcula

el ciclo calendérico, es decir, después de cudntos afos se vuelve a repetir el calendario solar completo.
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4. El ciclo lunar es de 19 afios, es decir, después de cada 19 afios las lunas llenas y nuevas, ast como los cuar-
tos crecientes y menguantes vuelven a caer en las mismas fechas. Calcula cada cudnto tiempo se repiten los
calendarios solar y lunar, para eso deberss tomar el minimo comdn mtﬁ|tip\o de 19 y el resultado del ejercicio
anterior. De este modo estarés calculando el llamado ciclo pdscua|. Cuando Dionisio el Exiguo determiné la
era cristiana, en el afo 532 de nuestra era, calculd también el ciclo pascual, con el que se rigen todas las

celebraciones cristianas, como la Semana Santa y la Pascua, el Jueves de Corpus o Pentecostés.

1.7 Determinacion del MCD y del mem

Problema 1
Calcula el méximo coman divisor de 1,260 y 2,940.

Para resolver este problema, lo que hay que hacer es descomponer cada uno de los dos
nimeros como un producto de nimeros primos. Cada factor primo de un nimero, es un
clivisor,- los factores primos comunes 4 ambos nlmeros, serdn comunes divisores. El pro-
ducto de todos los factores primos comunes serd el méximo comdn divisor buscado. Para
hacerlo, elabora una lista de los ndmeros primos que hay entre 1y 100 y dividamos cada

uno de los nlmeros en cuestién entre los primos, poco a poco. Veamos cémo:
En primer |ugar, tomemos la lista de los primeros primos, para tenerla a la mano:
2,3,5 7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, etc.

Ahora veamos cuéntas veces son nuestros nimeros divisibles entre 2:
1,260 es par, por lo que es divisible entre 2, es decir:
1,260 = 2% 630

2,940 es par, por lo que es divisible entre 2, es decir:
9,940 = 92X1,470

Nuevamente vemos que 630 y 1,470 son divisibles entre 2:
630 = 2X 315, porlo que 1,260 = 2X2X315
1,470 = 2X735, por lo que 2,940 = 2X92X735

Vemos ahora que 315 y 735 no son divisibles por 2, proseguimos entonces investigando con el nimero primo

siguiente que es el 3.
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Nuestro criterio de divisibilidad entre 3 nos dice que tanto 315 como 735

son divisibles entre 3, pues sus respectivas sumas transversales son 9y 15:

315 = 3X 105, porlo que 1,260 = 2X92Xx3X105
735 = 3X9245, por lo que 2,940 = 9X9X3x245
Ahora, sélo 105 sigue siendo divisible entre 3:

105 = 3X35, porloque 1,260 = 2X92X3X3X35

Claramente 35 y 245 son divisibles entre 5:
35 = 5X7, porloque 1,260 = 2X2X3X3X5X7

945 = 5X49, porlo que 2,940 = 9X2X3X5X49
Finalmente, vemos que 49 = 7 X7, por lo que tenemos:
1,260 = 2X2X3X3X5X7T
9,940 = 2X2X3X5XT X7/
Vemos que los divisores primos comunes son los marcados en rojo, es decir:
2X2X3X5XT = 420
Concluimos de todo lo anterior que el maximo comin divisor de 1,260y 2,940 es 420.

As: MCD(1260, 2940) = 420

Problema 2
Calcular el méximo comin divisor de 18,900, 32,760y 11,700.

18,900 = 2X2X  3X3X3X 5Xx5X%X7 18,900 = 92X 33X 52X 7’
39,760 = 2X2X2X3X3X 5  7X13 32,760 = 23X 3?X5'X7"'x 13!
11,700 = 2X2X  3X 3X 5X 5xX 13 11,700 = 22X 3%2X 57X 13!
2X2X  3X 3X 5 =180 99X 3?X5 = 180
e'-‘“"f.%%. 4456'.'..

En forma de potencias, se toman los factores primos
con el exponente més pequeiio que aparezca en las
descomposiciones de cada nimero.

El méximo comin divisor se define por los
factores primos que son comunes a todas
las descomposiciones.
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Podemos concluir que, para calcular el maximo comin divisor de una coleccién de nimeros
naturales, hay que descomponerlos como productos de ndmeros primos. Entonces, el MCD
es el producto de las potencias de los primos que son comunes a todas las descomposiciones

de los ndmeros, tomados con el menor de todos los exponentes.

Problema 3

Calcula el minimo comin miiltiplo de 1,260 y 2,940.

Para responder a esta pregunta, volvemos a descomponer a cada uno de los dos nimeros como un producto
de ntimeros primos. Cada maltiplo comin de los nimeros en cuestién es mdltiplo de los factores primos co-
munes a ambos nimeros. El producto de todos los factores primos comunes junto con los factores primos que

no son comunes y que aparecen en ambos serd el minimo comdn mdltiplo buscado. Veamos cémo:

Como antes, tenemos que

1,960 = 2X2X3X3X5X7 1,960 = 92X 32X 577
9,040 = 2X2X3X 5XTX7 9,940 = 92X 3"x5'x7?
2X2X3X3IXEXTXT7 = 8,820 922X 3?X5'X7? = 8,820

En forma de potencias, se toman

El miimo comin miltiplo se define por los factores . )
los factores primos con el exponente més grande

rimos que son comunes a toc|as |as descomposicion

que aparezca en las descomposiciones

y los factores primos que sobran.

de cada niimero.

As': mem (1260 , 2940) = 8,820

Podemos concluir que, para calcular el minimo comin mdltiplo de una coleccién de ne-
meros naturales, hay que descomponerlos como productos de nimeros primos. Entonces, el
mcm es el producto de las potencias de los primos que aparecen en todas las descompo-
siciones tomados con el mayor de todos los exponentes. Es decir, deben tomarse factores

comunes y N0 comunes con su mayor exponente.

Problema 4

Calcular el minimo comdn miltiplo de 18,900, 32,760y 11,700.

18,900 = 2X2X  3X3X3X5X5X7 18,900 = 22X 33X 52X 7'
32,760 = 2X2X92X3X3X 5x 7X13 39,760 = 2°X 32X 5% 7% 13!
11,700 = 2X2x  3X3X 5X5x 13 11,700 = 972X 37X 5% 13!

2X2XIX 3X3IXIXEX5XTX13 = 491,400 923X 33X 52X 7"x13'= 491,400

Como Vimos, el célculo del méximo comdn divisor puede ser bastante pesado. /A\fortunddamente, el gran sabio

Euclides tuvo una mejor idea de cémo calcularlo:
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Tomemos, por ejemplo, 350 y 140. Si un nimero divide a ambos, entonces también

divide a su diferencia. Por lo tanto, tenemos que
MCD (350, 140) = MCD(350 — 140, 140)
= MCD(210, 140)

Aplicando la regla, si un ndmero divide a 210
y a 140, también divide a la diferencia, por lo que

MCD (210, 140) = MCD(210 - 140, 140)
= MCD(70, 140) = 70

En resumen podemos decir que cada ntimero que divide a 350 y a 140 divide también a 350 — 2X 140 =
350 — 280; por tanto

MCD (350, 140) = MCD(350 — 2x 140, 140)

= MCD(70, 140) = 70.

Veamos cémo sistematizar el método: Calculemos el MCD de 4,692 v 648

Dividimos el més grande entre el més chico y calculamos el residuo

Por lo tanto
4,699 = 648X7 + 156 MCD (4,699 , 648) = MCD(648 , 156)
Algoritmo 648 = 1564 + 24 MCD (648 , 156) = MCD(156 , 94)
de Euclides /156 :2/4><6 + 12 MCD (156 , 24) = MCD(24 , 192)
{/24=14/2><9 MCD (94, 19) = 12

Asl pues, vemos que la idea del método es ir dividiendo hasta que no quede ningun residuo. El dltimo residuo

que quedd (en nuestro caso 12) es el méximo comin divisor deseado.

A este método se le llama el algoritmo de Euclides.

Euclides fue un matemético griego ~ Algoritmo es una  expresion
que vivié alrededor del afio 320  matemética que viene del 4rabe y

antes de nuestra era. significa “modo de calcular”.
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Ejercicios variados 1.7

1. Utiliza la descomposicién como producto de niimeros primos y determina el MCD y el mem de las

parejas de nimeros naturales:

(a) 63y 105 (b) 78 y 104 (c)104 y 65 (d) 252 y 306
(e) 544 y 368 (H 1,295y 322 (g) 288y 738 (h) 924 y 660
(i) 4,576y 3,388 (j) 15,400y 21,560 (k) 10,237 y 4,998

2. Utiliza la descomposicién como producto de niimeros primos y determina el MCD y el mem de las

colecciones de niimeros naturales:

(a) 16, 24 y 28 (b) 24, 54 y 74 (c) 32,49y 195
(d) 154, 198y 242  (e) 8, 64y 256 () 204, 495y 119
(g) 36, 44, 60,84  (h) 35,63,31y105  ()3,4,5,6y7

3. Utiliza el MCD de cada pareja de niimeros y calcula todos los divisores comunes, asi como el mem y

los siguientes tres miltiplos comunes més grandes:

(a) 288y 240 (b) 245y 210 (c) 319y 435
(d) 432 y 934 (c) 324 y 648 ) 1,368y 1,218
(9) 233y 1,626  (h) 4,071y 2,714 () 8,000y 13,333

1.8 Resumen general y ejercicios

Los nimeros naturales 1,92,3,4,56,7,8,9,10,11,12,...

Las operaciones 154+ 18,23 -15, 14 X 5

La ley conmutativa de la suma 13+17 =17 + 13

La ley conmutativa del producto 93 X 13 =13 X 23

La ley asociativa de la suma (15+4)+8=154+ (4 + 8)

La ley asociativa del producto (31 X 18) x5 =131 x (18 X5)

La ley distributiva del producto sobre la suma 45 X (23 4+ 8) = 45 X 23 + 45 X 8
(y la diferencia) (94 —19) X 34 =94 X 34 -19 X 24
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CRITERIOS DE DIVISIBILIDAD

La suma de las cifras de un nimero se llama suma 3,825 tiene suma transversal
transversal 3+8+2+5=18

9 |a . si a es par, es decir, si su dltima cifra es O,

2,4,6,8. 2]556; 2\ 3,493

3 |a : sila suma transversal de a es divisible entre 3. 3 |31,459, 3 M 93,453

414 : si el nimero formado por las dos dltimas cifras
4153,384; 4\ 23,899

de a es divisible entre 4.

5|a : sila dltima cifra de a es O 0 5. 5 |73,955,~ 5% 4,904

6|a: si tanto 2, como 3 dividen al nimero a. 6744, 6 Y 294

8 |a - si el ntimero formado por las tres Gltimas cifras g | 71390, 8 L 94 804

de a es divisible entre 8.

9| a : sila suma transversal de a es divisible entre 9. 9 |35,721, 9 Y 93,453

104 : si la dltima cifra de a es O. 10|34,780; 10\ 47
Los nimeros a que tienen exactamente dos divisores 2, 3, 5, 7, 17 son ntmeros primos
(1 y a) son los primos 1,4,6,8,9, 10 no son nlmeros primos

Todo ntmero natural mayor que 1 es primo o se 3780 =9 X 9X3X3X3X5xX7=

descompone en forma Gnica como producto de

A = 92 X33X5TX 7’
prmos.
Se puede encontrar el maximo comin divisor
de varios nimeros tomando los exponentes mas 26,460 = 22x3°x57x7?
pequeiios en la descomposicién en potencias de 12,600 = 23x3x5%7'
primos que son comunes d cada nimero. 12,740 = 2%x5'x7°x1 3’
Se puede encontrar el minimo comin miltiplo
de varios nimeros tomando los exponentes mas MCD: 22%5'x7! = 140
grandes en la descomposicién en potencias de mem: 2°x3%x5%x7%x13" = 3'439,800

primos de cada uno.
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Problemas 1.8 13 | 8 1
2
Completa el cuadrado de la derecha de manera que se convierta en un 3 | 10 5
cuadrado madgico (recuerda que un cuadrado es magico si la suma
de los niimeros en cada renglén, en cada columna y en cada diagonal da 16| 5 4

10.

11.

12.

siempre el mismo resultado) [Observa que en la solucién deben apare-

cer, sin repeticién, los nimeros del 1 al 42=16]

Eduardo compré tres libros de 34,000, 43,000 y 62,000 pesos, respectivamente, una calculadora
de mano de 75,000 y cinco cuadernos de 11,000 pesos cada uno. Pagé con 6 billetes de 50,000

pesos. {Cuénto dinero le devolvieron?

La mamé de Ximena hizo una compra en la panaderia. Llevé varios bizcochos de 300 pesos y varios
pandequesos de 400 pesos, pagd con un billete de 5,000 y le devolvieron 700 pesos. Si llevd més

pandequesos que bizcochos ¢cuéntos bizcochos y cuéntos pandequesos se llevé?

{De cuéntas formas distintas puedes completar 1,000 pesos usando monedas? (Recuerda que hay
monedas de 50, 100, 200 y 500 pesos. {Se puede completar mil pesos con monedas, tales que

todas sean de distinta denominacién?

Doce personas fueron al cine. Los adultos pagaron 3,000 pesos cada uno y los nifios 1,500. Si en

total pagaron 25,500 pesos, {cuéntos adultos y cuéntos nifos entraron al cine?

Un tren de pasajeros lleva 15 vagones; en cada vagon hay 7 compartimentos y cada compartimento

tiene 6 asientos. {Cuantos pasajeros pueden viajar (sentados) en ese tren?

Con la ayuda de tu calculadora de mano, calcula cuéntos segundos hay en un dia, en una semana, en
un mes de 30 dias y en un afio de 365 dias. LY si el ano es bisiesto?

La carta de comidas de un restaurante consta de 2 sopas, 5 guisados y 3 postres. {De cuantas maneras
diferentes puede componerse un ment completo (una sopa, un guisado y un postre)? Si se desease
aumentar el nimero posible de mends agregando un solo plato, équé hay que agregar: una sopa, un

guisado o un postre?

Si deseamos cercar un terreno rectangular de 15 por 20 metros con una cerca de 2 metros de altura y el

metro cuadrado de cerca cuesta 12,000 pesos, ¢Cuénto costaré la cerca alrededor de todo el terreno?

Recuerda que un nimero primo es aquel que tiene exactamente dos divisores: ¢l mismo y 1. Ela-

bora una lista de todos los niimeros primos entre 1 y 100.
Indica todos los nimeros de dos cifras que tengan suma transversal igual a 5 (0 a 8,a 13, a 17).

Indica todos los nimeros de tres cifras que tengan suma transversal igual a 3.
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13. Una linea eléctrica de alta tensién se coloca sobre torres que distan 115m una de la otra. Se quiere
tender una linea de 46km. Si la primera torre se coloca al principio de la linea, écuéntas torres serén

necesarias’?

14. Copia en tu cuaderno cuadriculado la siguiente tabla y complétala:

3402 | 315 | 705 | 8428 | 1356 | 54323 975310 110010| 201501
NS N
| B

O | Ul | A~ W DN

Esta es la ley de
TRANSITIVIDAD
de la divisibilidad

15. (a) Enrique ya se dio cuenta de que 24 divide a 576, {qué otros divisores de 576 puede encontrar sin
escribir?
(b) El profesor Saucedo compré boletos de 6,000 pesos para un recital de piano para todos sus alum-
nos. Cuando el sefior de la taquilla le cobré 172,000 pesos, el profesor inmediatamente se disgusté:

({3 » 7 H 7 .
iEso no puede ser! , exclamé. {Cémo se dio cuenta tan pronto?

(c) Sebastién insiste: “Todo nimero divisible entre 48 también lo es entre 6, 12 y 16”. Luego dice:
“Todo niimero que es divisible entre 99 lo es también entre 3, 11y 19”. LEn qué casos tiene Sebas-

tidn razén y en cuéles no?
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16. Haciendo uso de la descomposicién de un nimero en factores, encuentra el mayor nimero de di-

visores. Veamos por ejemplo: 144 = 16X9. Ya que los divisores de 16 son 1, 2, 4, 8 y 16
y los de 9 son 1, 3 y 9, entonces todos éstos y sus productos, son divisores de 144, a saber:
9X3 =6,4X3 =12,8X3 =24, 16X3 = 48, 2X9 = 18, 4X9 = 36, 8X9 =72
y, por supuesto, 16 X9 = 144,

(a) 112 = 7X16 (b) 234 = 18X 13 (c) 156 = 6X26
(d) 224 = 14x16  (e) 2,079 = 21x99  (f) 768 = 24x32

12X14X16

(g) 2,688

Para > comengat, 4> pensa,

17. La distancia de la Tierra a la Luna es aproximadamente de 353,000 km y la de la Tierra al Sol es de

150'000,000 km; por otro lado, el didmetro del Sol es de 1'392,000 km. Un eclipse de Sol
es tan espectacu|ar porque la Luna y el Sol tienen el mismo didmetro aparente. {Cuél es el didmetro

aproximado de |a Luna en |<m7

18. De los datos del problema anterior, calcula cuéntas veces mayor es la distancia de la tierra al sol que la

19.

de la tierra a la luna. Si sabemos que el radio de la tierra es de 6,379 km, {cuantas veces mayor es el
didmetro del sol que el de la tierra? ¢ Vistos desde la luna cuéntas veces més grande se veria la tierra

que el sol?

El kakuro es como un crucigrama, pero con nimeros. Se trata de escoger cifras del 1 al 9 en una cua-
dricula de celdas, que sin repeticién sumen el resultado indicado, arriba de la diagonal, para las celdas

horizontales y debajo de ésta, para las verticales. (Extraidos del juego para iPhone de iTunes)
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1.9 Notas histdricas

Las primeras nociones de namero y de forma datan de las lejanas épocas de
la edad de piedra. Hace unos 15,000 afos se hicieron las famosas pinturas rupestres de Francia y Espafa, en

donde €| hombre comienza a representar FO(mdS en Figurds dmmd'eS Yy escenas o|e Caza.

La fuente original de alimentacién de los hombres de las cavernas era, ademés de la caza, la recoleccion de frutas
y ralces; ésta se efectuaba més de acuerdo con sus necesidades inmediatas que con un afén de aprovisionamiento.
Conforme fue déndose la evolucién del hombre primitivo, éste empieza a descubrir la produccién como und fuen-
te més conveniente de provisién de alimentos. Este cambio fundamental marca la transicién de la llamada antigua
edad de piedrd, o) pd\eoh'tico, a la nueva edad de piedra, o neolitico.
La caracterfstica que lo marca es una actitud del hombre més activa frente
a la naturaleza, en el sentido de no sélo recoger pasivamente lo que la
naturaleza produce, sino él mismo hacer que la tierra produzca lo que ¢l
requiere. Esto ocurrié hace unos 10,000 afios. Por supuesto, esto tam-
bién modifico el cardcter némada de las tribus vy propicié asentamientos

Humdnos sedentdrios,

En esos principios de la cultura humana surgen las primeras nociones de

ndmero, las Que, a pesar de ser ahora parte fundamental y casi natural de
su cultura, en esa época dificilmente hacfan parte de su forma de pensar, puesto que significaban un profundo
proceso de abstraccién, capacidad que entonces apenas se comenzaba a gestar en el hombre. Al principio, no
se contaba con a precisién que se tiene hoy dia; se presume que las primeras

formas de contar distinguidn solamente entre uno, dos y muchos. Es decir,

muchos ya significaba tres o més. Cuando se fue extendiendo la nocién de
nimero, los siguientes nlimeros naturales se fueron creando por adicién: el
tres como la suma de dos y uno; el cuatro como la suma de dos y dos; el

cinco como la suma de dos v tres.

Es interesante conocer cémo algunas tribus australianas designan los nimeros.

Por ejemp\o, los Kami|aroy los designan ast:

1 = madl, 9 = bulan, 3 = gulibg, 4

bulan bulan,

5 = bulan guliba,

o
|

= gu|iba gu\iba,
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® A medida que fueron desarrolldndose la produccién vy el comercio se fue
desarrollando también el concepto de nimero. Se empezé a agrupar los
nimeros en unidades més grandes, usando, por ejemplo, los dedos de las
manos. De ahf se llegd a los sistemas de numeracién primero con 5 como
base y luego con 10 como base. Los otros nimeros se formaban sumando
o restando, asl doce se formaba como 10 + 2 o nueve se formaba como

10 — 1. Algunas veces era 20 la base numérica que se utilizaba, usando

dedos, tanto de las manos como de
los pies. En la América precolombina
habfa cuando menos 307 sistemas numéricos, de los cuales 146 eran deci-
males, mientras que 106 eran quinarios (es decir, con base 5) y quinarios
decimales (combinacién de base 5 y base 10), vigesimales (con base 20)
y quinarios vigesimales (combinacién de base 5 y base 20). Fsta es la for-
ma que utilizaban los mayas, pero también la de los celtas en el centro de
Europa. La numeracién maya utilizaba una barrita horizontal para representar
el 5y segtin la posicién en la que se colocaran sus signos se referfan a alguna -
potencia de 20, como veremos en la préxima unidad. En el actual io|iom<3v

francés también se aprecia esta base veinte, cuando observamos que 80 se

dice quatre vingt (cuatro X veinte) o que 90 se dice quadtre vingt dix (cuatro X veinte + diez).

Los tipos més primitivos de aritmética formaban sus nimeros, como ya dijimos, sumando; asf, catorce era 10 + 4
0 15— 1. La multiplicacién comenzé cuando 20 ya no se escribia como 10 + 10 sino como 2 X 10. Estas
operaciones diadicas se usaron por milenios como un camino entre la adicién y la multiplicacién, particularmente

en Egipto y en la India.

La divisién comenzd cuando 10 fue expresado como “la mitad de un cuerpo”, ya que el cuerpo tenfa 20 dedos.

La formacién consciente de las fracciones como tales era muy rara.

Ya hacia el tercer sig|o de
nuestra era surgié en Alejandrfa
el matemético Diofanto, quien
hizo un tratado sistematico
de los nimeros naturales. Se
ocupd de buscar soluciones
a problemas aritméticos cuyas
soluciones  fueran  néimeros
naturales. El fue quien nos
condujo & la  aritmética

modema,
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